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最 高 指 示
我的经历就是到了上海，到了89年年初的时候，我在想我估计也

快要离休了，我想我应该去当教授。于是我就给朱物华校长、张钟俊
院长，给他们写了一个报告。他们说欢迎你来，不过，这个Apply for
Professor，你要去做一个报告。我做了一个能源与发展趋势的主要的
节能措施，这个报告经过好几百个教授一致通过。那么上海交大教授
当了以后我就做第二个报告，微电子工业的发展。这两个报告做了以
后不久，过后，1989年的5月31号北京就把我调到北京去了。现在这
个报告做了也快20年了，所以去年我就在我们交大的学报发表了两篇
文章，就是呼应89年的报告的。特别是昨天晚上，他们又把我第二篇
报告，还有我这十几年包括在电子工业部、上海市所做的有关于信息
产业化的文章，总共我听他们讲是27篇。我也没有什么东西可以送给
你们的，我拿到以后我叫钱秘书啊，就把这两个学报，两个学报的英
文本，因为他们这里洋文好的人多得很呐，还有前面出过两本书，加
上昨天晚上出的这本书，送给郭伟华同志，给你送过来，给你们做个
纪念。

人呐就都不知道，自己就不可以预料。一个人的命运啊，当然要
靠自我奋斗，但是也要考虑到历史的行程，我绝对不知道，我作为一
个上海市委书记怎么把我选到北京去了，所以邓小平同志同我讲话，
说“中央都决定了，你来当总书记”，我说另请高明吧。我实在我也不
是谦虚，我一个上海市委书记怎么到北京来了呢？但是呢，小平同志
讲“大家已经研究决定了”，所以后来我就念了两首诗，叫“苟利国家生
死以，岂因祸福避趋之”，所以我就到了北京。

到了北京我干了这十几年也没有什么别的，大概三件事：
一个，确立了社会主义市场经济；
第二个，把邓小平理论列入党章；
第三个，就是“三个代表”。
如果说还有一点成绩就是军队一律不得经商，这个对军队的命运

有很大的关系。因为我后来又干了一年零八个月，等于我在部队干了
15年军委主席。还有九八年的抗洪也是很大的。但这些都是次要的，
我主要的我就是三件事情，很惭愧，就做了一点微小的工作，谢谢大
家。
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1 事件的概率

1.1 概率是什么

概率 某种情况（事件）出现的可能性大小的一种数量指标，介于0到1之
间。 * †

事件

(1) 有一个明确界定的试验。

(2) 这个试验的全部可能结果，是在试验前就明确的。

(3) 我们有一个明确的陈述，这个陈述界定了试验的全部可能结果中
一个确定的部分。这个陈述，或者说一个确定的部分，就叫做一个事件。

概率（古典概率） 设一个试验有 N 个等可能的结果，而事件 E 恰包含其
中的 M 个结果，则事件 E 的概率，记为 P(E) ,定义为：

P(E) = M/N

推广：几何概率 基于几何图形的面积、体积、长度等而算出的。

统计意义 频率（大量次数上重复施行）逼近概率

概率的公理化定义

(1) 0 ≤ P(A) ≤ 1.

(2) P(Ω) = 1, P(∅) = 0.

*The 1st version of this chapter was completed on 2015.12.22
†Last edited on 2016.4.22
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(3) 加法公理

1.2 古典概率计算

排列组合的几个简单公式

(1) Pn
r = n!

(n−r)! , 特别的, Pr
r = r!.

(2) Cn
r = (n

r) =
n!

r!(n−r)! .

(3) (a + b)n = ∑n
i=0 (

n
i )aibn−i.

(4) n 个相异物件分成 k 堆，各堆物件数分别为 r1, · · · , rk 的分法是:

n!/r1! · · · rk!

1.3 事件的运算、条件概率与独立性

包含 A ⊂ B (B ⊃ A) 同集合论内容。

相等 A = B 同集合论内容。

对立事件 B = {A 不发生 } = A

和（并） C = {A 发生，或 B 发生 } = A + B

推广 C = ∑n
i=1 Ai

概率的加法定理 若干个互斥事件之和的概率，等于各事件的概率之和，
即

P(A1 + A2 + · · · ) = P(A1) + P(A2) + · · · .
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推论 P(A) = 1 − P(A).

积（交） C = {A, B 都发生 } = AB

推广 C = ∏n
i=1 Ai

差 C = {A 发生， B 不发生 } = A − B

和、积、差的一些结论

(1) A − B = AB.

(2) 和、积的交换律，结合律。

(3) 分配律，例：A(B − C) = AB − AC.

(4) ∏n
i=1 Ai = ∑n

i=1 Ai, ∑n
i=1 Ai = ∏n

i=1 Ai

注意： A + A = A ̸= 2A, AA = A, (A − B) + B = A + B ̸= A.

本质上是一种逻辑关系！

条件概率 设有两个事件 A, B, 而 P(B) ̸= 0. 则“在给定 B 发生的情况下 A
的条件概率”，记为 P(A|B), 定义为：

P(A|B) = P(AB)/P(B).

独立 两个事件 A, B 若满足 P(AB) = P(A)P(B), 则称 A, B 独立。

注1： 上式事实上也是独立的性质。（亦即 P(A) = P(A|B). ）
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注2（推广）： P(Ai1Ai2 · · · ) = P(Ai1)P(Ai2) · · · , P(Ai1) = P(Ai1|Ai2 · · · ).
（任取有限个）

概率乘法定理 若干个独立事件之积的概率，等于各事件的概率之乘积，
即

P(A1A2 · · · ) = P(A1)P(A2) · · · .

推论1 独立事件的任一部分也独立。

推论2 若一系列事件相互独立，则将其中任一部分改为对立事件时，
所得事件列仍为相互独立。

完备事件群 设 B1, B2, · · · 为有限或无限个事件，它们两两互斥且在每次
试验中至少发现一个，用式表之，即：

BiBj = ∅ (i ̸= j),

B1 + B2 + · · · = Ω.

全概率公式

P(A) = P(B1)P(A|B1) + P(B2)P(A|B2) + · · · .

贝叶斯公式 在全概率公式的假定下，有：

P(Bi|A) = P(ABi)/P(A)

= P(Bi)P(A|Bi)/ ∑
j

P(Bj)P(A/Bj).
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2 随机变量及概率分布

2.1 一维随机变量

随机变量 “其值随机会而定”的变量 * †

一种分类方式 离散型/连续型

2.1.1 离散型

概率函数（离散型） 设 X 为离散型随机变量，其全部可能值为 {a1, a2, · · · },
则其概率函数为：

pi = P(X = ai).

注1： 显然有 pi ≥ 0, p1 + p2 + · · · = 1.

注2： 上式称为随机变量 X 的概率分布。

分布函数（离散型） F(x) = P(X ≤ x) = ∑{i|ai≤x} pi.

分布函数的性质

(1) F(x) 单调非降。

(2) x → ∞, F(x) → 1; x → −∞, F(x) → 0.

二项分布 若随机变量 X 的可能取值为 0, 1, · · · , n, 且概率分布为

P(X = i) = b(i; n, p) =
(

n
i

)
pi(1 − p)n−i (i = 0, 1, · · · , n),

则称 X 服从二项分布，记为 X ∼ B(n, p).

*The 1st version of this chapter was completed on 2015.12.24
†Last edited on 2016.1.5
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实际意义： 总抽样个数 n, 将废品个数 X 作为变量。

泊松分布 若随机变量 X 的可能取值为 0, 1, · · · , 且概率分布为

P(X = i) = e−λλi/i! (i = 0, 1, · · · ),

则称 X 服从泊松分布，记为 X ∼ P(λ).

注： 若 X ∼ B(n, p), 其中 n 很大，p 很小，np = λ 不太大时，X 的
分布接近于泊松分布。（可做转化以简化计算）

超几何分布

P(X = m) =

(
M
m

)(
N − M
n − m

)/(
N
n

)
(0 ≤ m ≤ M, n − m ≤ N − M).

实际意义： 总个数 N, 废品个数 M,抽样个数 n,其中的废品数 X 作为
变量。

负二项分布

P(X = i) = b(r − 1; i + r − 1, p)p =

(
i + r − 1

r1

)
pr(1 − p)i (i = 0, 1, · · · ).

实际意义： 废品个数 r, 将发现第 r 个废品时总抽样次数 X 作为变
量。

注： r = 1, P(X = i) = p(1 − p)i (i = 0, 1, · · · ) 称为几何分布。

2.1.2 连续型

概率密度函数（连续型） f (x) = F′(x).

概率密度函数（连续型）的性质

(1) f (x) ≥ 0.
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(2)
∫ ∞
−∞ f (x)dx = 1.

(3) 对于任何常数 a < b, 有：

P(a ≤ X ≤ b) = F(b)− F(a) =
∫ b

a
f (x)dx.

注： 由于连续型变量取一个点的概率为0，故区间断点存在与否无影
响。

正态分布 如果一个随机变量具有概率密度函数

f (x) = (
√

2πσ)−1e−
(x−µ)2

2σ2 (−∞ < x < ∞)

则称 X 为正态随机变量，记为 X ∼ N(µ, σ2).

标准正态分布 f (x) = e−
x2
2 /

√
2π, X ∼ N(0, 1).

注1： 若 X ∼ N(µ, σ2),则 Y = (X − µ)/σ ∼ N(0, 1).

注2： 标准正态分布的分布函数为 Φ(x),有 Φ(x) = 1 − Φ(−x).

指数分布 如果一个随机变量 X 具有概率密度函数

f (x) =

{
λe−λx x > 0
0 x ≤ 0

则称 X 服从指数分布，其中 λ > 0 为参数。

分布函数

F(x) =
∫ x

−∞
f (t)dt =

{
0 x ≤ 0
1 − e−λx x > 0
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均匀分布 如果一个随机变量 X 具有概率密度函数

f (x) =

{
1/(b − a) a ≤ x ≤ b
0 其他

则称 X 服从区间 [a, b] 上的均匀分布，并常记为 X ∼ R(a, b).

分布函数

F(x) =


0 x ≤ a
(x − a)/(b − a) a < x < b
1 x ≥ b

2.2 多维随机变量（随机向量）

n 维随机变量 一般地，设 X = (X1, X2, · · · , Xn) 为一个 n 维向量，其每
个分量都是一维随机变量。

2.2.1 离散型

概率函数（离散型） 以 {ai1, ai2, · · · } 记 Xi 的全部可能值 (i = 1, 2, · · · ),
则事件 {X1 = a1j1 , · · · Xn = anjn} 的概率

p(j1, j2, · · · jn) = P(X1 = a1j1 , · · · Xn = anjn)

(j1 = 1, 2, · · · ; · · · ; jn = 1, 2, · · · )
称为随机向量 X = (X1, X2, · · · , Xn) 的概率函数或概率分布。

概率函数满足的条件

(1) p(j1, j2, · · · jn) ≥ 0.

(2) ∑jn · · ·∑j2 ∑j1 p(j1, j2, · · · jn) = 1.
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多项分布

P(X1 = k1, X2 = k2, · · · , Xn = kn) =
N!

k1!k2! · · · kn!
pk1

1 pk2
2 · · · pkn

n

(ki 为非负整数，k1 + · · ·+ kn = N).

记为 M(N, p1, · · · , pn).

2.2.2 连续型

概率密度函数（连续型） 若 f (x1, · · · , xn) 是定义在 Rn 上的非负函数，
使对 Rn 中的任意集合 A, 有

P(X ∈ A) =
∫

· · ·
∫

A

f (x1, · · · , xn) dx1 · · · dxn,

则称 f 是 X 的概率密度函数。

二维正态分布

f (x1, x2) = (2πσ1σ2

√
1 − ρ2)−1exp

[
− 1

2(1 − ρ2)

( (x1 − a)2

σ2
1

−2ρ(x1 − a)(x2 − b)
σ1σ2

+
(x2 − b)2

σ2
2

)]
.

其中
−∞ < a, b < ∞, σ1, σ2 > 0, −1 < ρ < 1.

记为 N(a, b, σ2
1 , σ2

2 , ρ).

有关注意事项

(1) 定义一维或者多位连续型随机变量时，实质都在于有概率密度函
数存在。（有密度函数的随机变量）

(2) 连续型随机变量不能简单定义为“其各分量都是一维连续型随机变
量的那种随机向量”。
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(3) 与一维一样，也可以用概率分布函数去描述多维随机向量的概率
分布，其定义为：

F(x1, · · · , xn) = P(X1 ≤ x1, · · · , Xn ≤ xn).

然而，在多维情况下，分布函数很少应用。

2.2.3 边缘分布

概念 设 X = (X1, · · · , Xn) 为一个 n 维随机向量。 X 有一定的分布 F, 这
是一个 n 维分布。 X 的每个分量 Xi 都是一维随机变量，都有各自的分布
Fi, 这些一维分布称为随机向量 X 或其分布 F 的“边缘分布”。

离散型 求和

多项分布 边缘分布为二项分布。

连续型 （n 维为例）某分量 X1 的概率密度函数

f1(x1) =
∫ ∞

−∞
· · ·

∫ ∞

−∞
f (x1, · · · , xn)dx2 · · · dxn.

n 维正态分布 边缘分布为一维正态分布。

联合分布 将 X1, · · · , Xn 作为一个有联系的整体来考虑，把 (X1, · · · , Xn)
的分布称为 “联合分布”。

2.3 条件概率分布与随机变量的独立性

概念 在某种给定的条件之下 X 的概率分布。

2.3.1 离散型

导出（以二维为例） 设 (X1, X2) 为一个二维离散型随机向量， X1 的全
部可能值为 a1, a2, · · · ; X2 的全部可能值为 b1, b2, · · · ; 而 (X1, X2) 的联合概
率分布为

pij = P(X1 = ai, X2 = bj) (i, j = 1, 2, · · · ).
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依条件概率的定义，有

P(X1 = ai|X2 = bj) = P(X1 = ai, X2 = bj)/P(X2 = bj) = pij/ ∑
k

pkj.

2.3.2 连续型

定义（以二维为例） 条件分布函数：

P(X1 ≤ x1|a ≤ X2 ≤ b) =
∫ x1

−∞
dt1

∫ b

a
f (t1, t2)dt2

/ ∫ b

a
f2(t2)dt2.

条件密度函数：

f (x1|a ≤ X2 ≤ b) =
∫ b

a
f (x1, t2)dt2

/ ∫ b

a
f2(t2)dt2.

推广

f (x1, · · · , xn) = g(x1, · · · , xk)h(xk+1, · · · , xn|x1, · · · , xk).

2.3.3 随机变量的独立性

定义（连续型） 设 n 维随机变量 (X1, · · · , Xn)的联合密度函数为 f (x1, · · · , xn),
而 Xi 的边缘密度函数为 fi(xi) (i = 1, · · · , n). 如果

f (x1, · · · , xn) = f1(x1) · · · fn(xn),

就称随机变量 X1, · · · , Xn 相互独立，简称独立。

结论1 如果连续变量 X1, · · · , Xn 独立，则对于任何 ai < bi (i = 1, · · · , n),
Ai = a1 ≤ Xi ≤ bi (i = 1, · · · , n) 这 n 个事件也独立。

结论2 如果连续变量 X1, · · · , Xn 的概率密度函数满足 f (x1, · · · , xn) =
g1(x1) · · · gn(xn), 则 X1, · · · , Xn 独立，且 fi(xi) 与 gi(xi) 只相差一个常数
因子。

结论3 若 X1, · · · , Xn 相互独立，而Y1 = g1(X1, · · · , Xm), Y2 = g2(Xm+1, · · · , Xn),
则 Y1 和 Y2 独立。
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定义（离散型） 设 X1, · · · , Xn 都是离散型随机变量。若对任何常数
a1, · · · , an 都有

P(X1 = a1, · · · , Xn = an) = P(X1 = a1) · · · P(Xn = an),

则称 X1, · · · , Xn 相互独立.

示性函数

Xi =

{
1, 当事件A发生时
0, 当事件A不发生时

意指 Xi 的值“指示”了 A 是否发生。

2.4 随机变量的函数的概率分布

2.4.1 离散型

一般做法 把 Y = g(X1, · · · , Xn) 可以取的不同值找出来，把与某个值相
应的全部 (X1, · · · , Xn) 值的概率加起来即得。

常用结论

(1) (X1, · · · , Xn) ∼ M(N; p1, · · · , pn), Y = X1 + X2 ∼ B(N, p1 + p2).

(2) X1 ∼ B(n1, p), X2 ∼ B(n2, p), Y = X1 + X2 ∼ B(n1 + n2, p).

(3) X1 ∼ P(λ1), X2 ∼ P(λ2), Y = X1 + X2 ∼ P(λ1 + λ2).

2.4.2 连续型（一般讨论）

设 (X1, · · · , Xn) 有密度函数 f (x1, · · · , xn), 而

Yi = gi(X1, · · · , Xn) (i = 1, · · · , n)

构成 (X1, · · · , Xn) 到 (Y1, · · · , Yn) 的一一对应变换，其逆变换为

Xi = hi(Y1, · · · , Yn) (i = 1, · · · , n),
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此变换的Jacobi行列式为

J(y1, · · · , yn) =

∣∣∣∣∣∣
∂h1/∂y1 · · · ∂h1/∂yn

...
...

∂hn/∂y1 · · · ∂hn/∂yn

∣∣∣∣∣∣ ,

则 (Y1, · · · , Yn) 的密度函数为

l(y1, · · · , yn) = f (h1, · · · , hn)|J(y1, · · · , yn)|.

常用结论

(1) Y ∼ X2, l(y) = 1
2 y−1/2( f (

√
y) + f (−√

y)).

(2) X ∼ N(µ, σ2), aX + b ∼ N(aµ + b, a2σ2).

2.4.3 随机变量和的密度函数

一般定义（二维） 设 (X1, X2) 的联合密度函数为 f (x1, x2), Y = X1 + X2
的密度函数为

l(y) =
∫ ∞

−∞
f (y − x, x)dx =

∫ ∞

−∞
f (x, y − x)dx.

如果 X1, X2 独立，上式可改为

l(y) =
∫ ∞

−∞
f1(y − x) f2(x)dx =

∫ ∞

−∞
f1(x) f2(y − x)dx.

常用结论

(1) X1, X2 不独立，其联合分布为 N(µ1, µ2, σ2
1 , σ2

2 , ρ), 则 Y = X1 +
X2 ∼ N(µ1 + µ2, σ2

1 + σ2
2 + 2ρσ1σ2).

(2) 若 X1, · · · , Xn 相互独立，分别服从正态分布 N(µ1, σ2
1 ), · · · , N(µn, σ2

n),
则 X1 + · · ·+ Xn 服从正态分布 N(µ1 + · · ·+ µn, σ2

1 + · · ·+ σ2
n).
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卡方分布 若 n > 0, 则

kn(x) =

{
1

Γ( n
2 )2

n/2 e−x/2x(n−2)/2, x > 0

0, x ≤ 0

是概率密度函数。记为 χ2
n.

常用结论

(1) 若 X1, · · · , Xn 独立，且都服从正态分布 N(0, 1) ，则

Y = X2
1 + · · ·+ X2

n ∼ χ2
n.

(2) 设 X1, X2 独立，X1 ∼ χ2
m, X2 ∼ χ2

n, 则 X1 + X2 ∼ χ2
m+n.

(3) 若 X1, · · · , Xn 独立，且都服从指数分布，则

X = 2λ(X1 + · · ·+ Xn) ∼ χ2
2n.

2.4.4 随机变量商的密度函数

一般求解公式 设 (X1, X2) 有密度函数 f (x1, x2), Y = X2/X1. （X1 只取
正值的情况）， Y 的密度函数为

l(y) =
∫ ∞

0
x1 f (x1, x1y)dx1.

若 X1, X2 独立，则上式成为

l(y) =
∫ ∞

0
x1 f1(x1) f2(x1y)dx1.

t 分布 设 X1, X2 独立，X1 ∼ χ2
n, X2 ∼ N(0, 1), Y = X2/

√
X1/n，则

Y ∼ tn,

其中 Y 的密度函数为

tn(y) =
Γ((n + 1)/2)√

nπΓ(n/2)
(1 +

y2

n
)−

n+1
2 .
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F 分布 设 X1, X2 独立，X1 ∼ χ2
n, X2 ∼ χ2

m, Y = m−1X1/(n−1X2)，则

Y ∼ Fmn,

其中 Y 的密度函数为

fmn(y) = mm/2nn/2 Γ(m+n
2 )

Γ(m
2 )Γ(

n
2 )

ym/2−1(my + n)−(m+n)/2 (y > 0).

当 y ≤ 0 时 fmn(y) = 0, 因为 Y 只取正值。

三大分布的几条重要性质 变量 X1, · · · , Xn iid.,∼ N(µ, σ2). 记 X̄ = ∑n
i=1, S2 =

∑n
i=1(Xi − X̄)2/(n − 1).

(1)
√

n(X̄ − µ)/σ ∼ N(0, 1).

(2) (n − 1)S2/σ2 = ∑n
i=1(X1 − X̄)2/σ2 ∼ χ2

n−1.

(3)
√

n(X̄ − µ)/S ∼ tn−1.

(4)中 X1, · · · , Xn iid.,∼ N(µ1, σ2
1 ), Y1, · · · , Ym iid.,∼ N(µ2, σ2

2 ), 其余与前三
条记号相同。

(4)[ m

∑
j=1

(Yj − Ȳ)2/(σ2
2 (m − 1))

]/[ n

∑
i=1

(Xi − X̄)2/(σ2
1 (n − 1))

]
∼ Fm−1,n−1.

若 σ2
1 = σ2

2 , 则 √
nm(n + m − 2)

n + m
[(X̄ − Ȳ)− (µ1 − µ2)]

/[ n

∑
i=1

(Xi − X̄)2 +
m

∑
j=1

(Yj − Ȳ)2
]1/2

∼ tn+m−2.
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3 随机变量的数字特征

3.1 数学期望（均值）与中位数

3.1.1 数学期望

定义（离散，有限） 设随机变量 X 只取有限个可能值 a1, · · · , am, 其概
率分布为 P(x = ai) = pi (i = 1, · · · , m). 则 X 的数学期望（也常称均
值），记为 E(X) 或 EX, 定义为 * †

E(X) = a1p1 + · · ·+ am pm.

定义（离散，无限） 如果

∞

∑
i=1

|ai|pi < ∞,

则称

E(X) =
∞

∑
i=1

ai pi < ∞.

定义（连续） 设 X 有概率密度函数 f (x), 如果∫ ∞

−∞
|x| f (x)dx < ∞,

则称

E(X) =
∫ ∞

−∞
x f (x)dx.

性质

(1) E(X1 + · · ·+ XN) = (X1) + · · ·+ E(Xn).

(2) Xi 独立， E(X1 · · · Xn) = E(X1) · · · E(Xn).

*The 1st version of this chapter was completed on 2015.12.25
†Last edited on 2016.1.6
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(3)
E(g(X)) = ∑

i
g(ai)pi (当∑

i
|g(ai)|pi < ∞时)

或

E(g(X)) =
∫ ∞

−∞
g(x) f (x)dx (当

∫ ∞

−∞
|g(x)| f (x)dx < ∞时)

常用结论

(1) X ∼ B(n, p), E(X) = np.

(2) X ∼ P(λ), E(X) = λ.

(3) X ∼ χ2
n, E(X) = n.

(4) X ∼ tn, E(X) = 0 (n > 1否则不满足定义条件).

(5) X ∼ Fm,n, E(X) = n/(n − 2) (n > 2否则不满足定义条件).

条件数学期望
E(Y) = E[E(Y|x)|x=X] = E[E(Y|X)].

E(Y|x) =
∫ ∞

−∞
y f (y|x)dy (以二维连续情况为例).

中位数 设连续型随机变量 X 的分布函数为 F(x), 则满足条件

P(x ≤ (<,≥,>)m) = F(m) = 1/2

的数 m 被称为 X 或分布 F 的中位数。

注1： 总存在，但可以不唯一。

注2： 离散型的类似定义不是很理想。
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3.2 方差与矩

方差 设 X 为随机变量，分布为 F, 则

Var(X) = E(X − EX)2 = E(X2)− EX2

称为 X 或分布 F 的方差。

标准差 其平方根
√

Var(X) （取正值）称为 X 或分布 F 的标准差。

方差的性质

(1) 若 c 为常数（下同），则 Var(c) = 0.

(2) Var(X + c) = Var(X).

(3) Var(cX) = c2Var(X).

(4) Xi 独立，则 Var(X1 + · · ·+ Xn) = Var(X1) + · · ·+ Var(Xn).

常用结论

(1) X ∼ B(n, p), Var(X) = np(1 − p).

(2) X ∼ P(λ), Var(X) = λ.

(3) 指数分布的方差为 1/λ2.

(4) 均匀分布的方差为 (b − a)2/12.

(5) X ∼ N(µ, σ2), Var(X) = σ2.

(6) X ∼ χ2
n, Var(X) = 2n.
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(7) X ∼ tn, Var(X) = n/(n − 2) (n > 2否则不满足定义条件).

(8) X ∼ Fm,n, Var(X) = 2n2(m + n − 2)/[m(n − 2)2(n − 4)] (n >
4否则不满足定义条件).

(9) （标准化）E(X) = a, Var(X) = σ2; Y = (X − a)/σ, E(Y) =
0, Var(Y) = 1.

矩 设 X 为随机变量， c 为常数， k 为正整数。则量 E[(X − c)k] 称为 X
关于 c 点的 k 阶矩。

(1) c = 0, 这时 αk = E(Xk) 称为 X 的 k 阶原点矩。

(2) c = E(X), 这时 µk = E[(X − EX)k] 称为 X 的 k 阶中心矩。

矩的应用

(1)“偏度系数” β1 = µ3/µ3/2
2 .

(2)“峰度系数” β2 = µ4/µ2
2.

3.3 协方差与相关系数

记 E(X) = m1, E(Y) = m2, Var(X) = σ2
1 , Var(Y) = σ2

2 .

协方差 称 E[(X − m1)(Y − m2)] 为 X, Y 的协方差，并记为 Cov(X, Y).

协方差的性质

(1) 若 X, Y 独立，则 Cov(X, Y) = 0. 反过来不一定成立。

(2) [Cov(X, Y)] ≤ σ2
1 σ2

2 . 等号当且仅当 X, Y 之间有严格线性关系。
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(3) Cov(c1X + c2, c3X + c4) = c1c3 Cov(X, Y).

(4) Cov(X, Y) = E(X, Y)− m1m2.

相关系数 称 Cov(X, Y)/(σ1σ2) 为 X, Y 的相关系数，并记为 Corr(X, Y).

相关系数的性质

(1) 若 X, Y 独立，则 Corr(X, Y) = 0.

(2) −1 ≤ Cov(X, Y) ≤ 1. 等号当且仅当 X, Y 之间有严格线性关系。

相关系数性质的几点解释

(1) 不相关不等于独立。

(2) 相关系数只刻画了 X, Y 之间“线性”关系的程度。（对于正态分布
的情况则是完美的刻画）

(3) 若 0 < |Cov(X, Y)| < 1, 则可以说 X, Y 之间有“一定程度的”线性关
系。

(4) “线性相关”的意义还可以从最小二乘法的角度去解释。

3.4 大数定理和中心极限定理

大数定理 设 X1, · · · , Xn, · · · iid.,记它们的公共均值为 a, 又设它们的方差
存在并记为 σ2. 则对任意给定的 ε > 0, 有

lim
n→∞

P(|X̄n − a| ≥ ε) = 0.

（“X̄n 依概率收敛于 a”）.
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一个重要特例
lim

n→∞
P(|pn − p| ≥ ε) = 0.

马尔科夫不等式 若 Y 为只取非负值的随机变量，则对任意给定的 ε > 0,
有

P(Y ≥ ε) ≤ E(Y)/ε.

切比雪夫不等式 若 Var(Y) 存在，则

P(|Y − EY| ≥ ε) ≤ Var(Y)/ε2.

中心极限定理 设 X1, · · · , Xn, · · · iid.,记它们的公共均值为 a, 又设它们的
方差有限且非零并记为 σ2. 则对任意实数 x, 有

lim
n→∞

P
( 1√

nσ
(X1 + · · ·+ Xn − na) ≤ x

)
= Φ(x).

两点分布情况

lim
n→∞

P
( 1√

np(1 − p)
(X1 + · · ·+ Xn − np) ≤ x

)
= Φ(x).

两点分布情况的修正

如果 t1 < t2 是两个正整数,则在 n 相当大的情况下有

P(t1 ≤ X1 + · · ·+ Xn ≤ t2) ≈ Φ(y2)− Φ(y1),

其中

yi = (ti − np)/
√

np(1 − p) (i = 1, 2).

进行如下修正

y1 =
(

t1 −
1
2
− np

)/√
np(1 − p),

y2 =
(

t2 +
1
2
− np

)/√
np(1 − p),

一般可以提高精度。
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4 参数估计

4.1 数理统计学的基本概念

数理统计学 使用概率论和数学的方法，研究怎样收集（通过试验和观
察）带有随机误差的数据，并在设定的模型（称为统计模型）之下，对这
种数据进行分析（称为统计分析），以对所研究的问题做出推断（称为统
计推断）。 * †

总体 与所研究的问题有关的对象（个体）的全体所构成的集合。

样本 按一定的规定从总体中抽出的一部分个体。

统计量 完全由样本决定的量。

4.2 矩估计、极大似然估计

点估计 用一个点去估计另一个点。

4.2.1 矩估计法

样本原点矩

ak =
1
n

n

∑
i=1

Xk
i .

样本中心矩

mk =
1
n

n

∑
i=1

(Xi − X̄)k.

一般步骤

(1) 求出总体矩 αk, µk 与（带未知参数 θk 的）总体分布的关系式；

*The 1st version of this chapter was completed on 2015.12.27
†Last edited on 2016.1.7
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(2) 反解出总体分布的未知参数 θk;

(3) 用样本矩代替总体矩得到未知参数的估计值 θ̂k.

原则 能用低阶矩处理的就不用高阶矩。

4.2.2 极大似然估计法

一般步骤

(1) 设总体有分布 f (x; θ1, · · · , θk), X1, · · · , Xn 为样本，则样本 (X1, · · · , Xn)
的分布（概率密度函数）为

L(x1, · · · , xn; θ1, · · · , θk) = f (x1; θ1, · · · , θk) · · · f (xn; θ1, · · · , θk).

(2) 采用满足条件

L(X1, · · · , Xn; θ∗1 , · · · , θ∗k ) = max
θ1,··· ,θk

L(X1, · · · , Xn; θ1, · · · , θk).

的 (θ∗1 , · · · , θ∗k ) 作为未知参数的估计值。

(3) 计算 L 最大值的一种方法（似然方程组）

∂lnL
∂θi

= 0(i = 1, · · · , k).

（如果该方程组无法应用则需要从定义出发。）

4.3 点估计的优良性准则

Eθ1,··· ,θk [ĝ(X1, · · · , Xn)] = g(θ1, · · · , θk),

则称 ĝ 是 g(θ1, · · · , θk) 的一个无偏估计量。

含义 没有系统误差，但随机误差总是存在。
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注： 矩估计和极大似然估计不一定是无偏估计量！

例 m2 不是总体方差 σ2 的无偏估计，而样本方差 S2 = n
n−1 m2 是。

4.3.1 最小方差无偏估计

均方误差

Mθ̂(θ) = Eθ[θ̂(X1, · · · , Xn)− θ]2 = Varθ(θ̂) + [Eθ(θ̂)− θ]2.

最小方差无偏估计（MVU估计） 设 θ̂ 为 g(θ) 的无偏估计。若对其任一
无偏估计 θ̂1, 都有

Varθ(θ̂) ≤ Varθ(θ̂1)

对 θ 的任意可能取的值都成立，则称 θ̂ 为 g(θ) 的一个MVU估计。

4.4 区间估计

区间估计 用一个区间去估计未知参数，即把未知参数值估计在某两个界
限之间。

置信系数 给定一个很小的数 α > 0. 如果对于参数 θ 的任何值，都有

Pθ(θ̂1(X1, · · · , Xn) ≤ θ ≤ θ̂2(X1, · · · , Xn)) = 1 − α,

则称区间估计 [θ̂1, θ̂2] 的置信系数为 1 − α.

4.4.1 枢轴变量法

一般步骤

(1) 找一个与要估计的参数 g(θ) 有关的统计量 T, 一般是其一个良好的
点估计；

(2) 设法找出某一函数 S(T, g(θ)), 其分布 F 要与 θ 无关， S 称为枢轴
变量；
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(3) 对于任意 a < b, a ≤ S(T, g(θ)) ≤ b ⇒ A ≤ g(θ) ≤ B.其中 A, B 与
θ 无关；

(4) 取分布 F 的上 α/2 分位点 wα/2 和上 1 − α/2 分位点 w1−α/2,令其
分别为 a, b, 解出 A, B, [A, B] 即为待求区间。

常用实例

(1) 从正态总体 N(µ, σ2) 中抽取样本 X1, · · · , Xn, µ, σ2 都未知，
µ 的区间估计(一样本 t 区间估计)为

[X̄ − Stn−1(α/2)/
√

n, X̄ + Stn−1(α/2)/
√

n];

σ2 的区间估计为

[(n − 1)S2/χ2
n−1(α/2), (n − 1)S2/χ2

n−1(1 − α/2)].

(2) 两个正态总体，分布为 N(µ1, σ2
1 ), N(µ2, σ2

2 ). 从中分别抽样 X1, · · · , Xn,
Y1, · · · , Ym, µ1, µ2, σ2

1 = σ2
2 都未知，

µ1 − µ2 的区间估计(两样本 t 区间估计)为

[(X̄ − Ȳ)− Stn+m−2(α/2)

√
n + m

nm
, (X̄ − Ȳ) + Stn+m−2(α/2)

√
n + m

nm
];

若 σ2
1 与 σ2

2 不一定相等，
σ2

1 /σ2
2 的区间估计为

[(S2
1/S2

2)Fm−1,n−1(1 − α/2), (S2
1/S2

2)Fm−1,n−1(α/2)].

(3) 设 X1, · · · , Xn 为抽自指数分布的样本，
其参数 λ 的估计为

[χ2
2n(1 − α/2)/(2nX̄), χ2

2n(α/2)/(2nX̄)]

其总体均值 1/λ 的估计为

[2nX̄/χ2
2n(α/2), 2nX̄/χ2

2n(1 − α/2)].

注 更详细一（两）样本构造枢轴变量的方法的请参照P31-32的两个
表格。
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常用结论 设 θ 的 1 − α 区间估计为 [θ̂1, θ̂2], 且 θ = f (t), 其中 f (t) 为给定
的连续单调函数，则 t 的 1 − α 区间估计为 [ f−1(θ̂1(2)), f−1(θ̂2(1))].

4.4.2 大样本法

概念 利用极限分布，主要是中心极限定理（正态分布），以建立枢轴变
量。

常用实例

(1) Yn ∼ B(n, p), 求 p 的区间估计,近似有

(Yn − np)/
√

np(1 − p) ∼ N(0, 1).(区间端点满足 = u2
α/2,下同)

(2) 设 X1, · · · , Xn 为抽自泊松分布 P(λ) 的样本，Yn = X1 + · · ·+ Xn,
求 λ 的区间估计，近似有

(Yn − nλ)2/(nλ) ∼ N(0, 1).

(3) 设某总体有均值 θ, 方差 σ2 且均未知，抽取样本 X1, · · · , Xn, 求 θ
的区间估计,近似有 √

n(X̄ − θ)/S ∼ N(0, 1).

(4) 两个正态总体，分布为 N(µ1, σ2
1 ), N(µ2, σ2

2 ). 从中分别抽样 X1, · · · , Xn,
Y1, · · · , Ym, µ1, µ2, σ2 都未知，求 µ1 − µ2 的区间估计，近似为

[(X̄ − Ȳ)− (µ1 − µ2)]/
√

S2
1/n − S2

2/m ∼ N(0, 1).

4.4.3 置信界

定义 设 X1, · · · , Xn 是从某一总体抽出来的样本，总体分布包含未知参数
θ, θ̄ = θ̄(X1, · · · , Xn), θ = θ(X1, · · · , Xn) 都是统计量（与 θ 无关），则
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(1) 若对 θ 一切可取的值，有

Pθ(θ̄(X1, · · · , Xn) ≥ θ) = 1 − α,

则称 θ̄ 为 θ 的一个置信系数为 1 − α 的置信上界。

(2) 若对 θ 一切可取的值，有

Pθ(θ(X1, · · · , Xn) ≤ θ) = 1 − α,

则称 θ 为 θ 的一个置信系数为 1 − α 的置信下界。
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5 假设检验

5.1 问题提法和基本概念

原假设（零假设）和对立假设 在假设检验中，常把一个被检验的假设叫
做原假设，而其对立面就叫做对立假设（可以指全体也可以指一个或一些
特殊情况）。 * †

检验统计量 在检验一个假设时所使用的统计量称为检验统计量。

接受域、拒绝域（否定域、临界域）和临界值 使原假设得到接受的那些
样本所在的区域被称为该检验的接受域；而使原假设被否定的那些样本所
在的区域成为该检验的拒绝域。两者的界限成为临界值。

简单假设和复合假设 不论是原假设还是对立假设，若其中只含有一个参
数值，则成为简单假设；否则就称为复合假设。

功效函数 设总体分布包含若干个未知参数 θ1, · · · , θk, H0 是关于这些参数
的一个原假设，设有了样本 X1, · · · , Xn, 而 Φ 是基于这些样本而对 H0 所
做的一个检验。则称检验 Φ 的功效函数为

βΦ(θ1, · · · , θk) = Pθ1,··· ,θk(在检验 Φ 之下，H0 被否定),

它是未知参数 θ1, · · · , θk 的函数。

两类错误

第I类错误 H0 正确，但被否定了。（弃真）

第II类错误 H0 不正确，但被接受了。（存伪）
*The 1st version of this chapter was completed on 2015.12.29
†Last edited on 2016.1.7
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显著性水平 设 Φ 是原假设 H0 的一个检验，βΦ(θ1, · · · , θk) 为其功效函
数， α 为常数 (0 ≤ α ≤ 1). 如果

βΦ(θ1, · · · , θk) ≤ α (对任何 (θ1, · · · , θk) ∈ H0),

则称 Φ 是 H0 的一个显著性水平为 α 的检验。

假设检验的原则

(1) 将受保护的对象置为零假设。

(2) 如果你希望“证明”某个命题，就取相反结论或者其中一部分作为零
假设。

假设检验的步骤

(1) 求出未知参数 θ 的一个较优的点估计 θ̂.

(2) 以 θ̂ 为基础，寻找一个检验统计量 T = t(X1, · · · , Xn) 且使得
θ = θ0 时， T 的分布已知，从而容易通过查表或计算得到这个分布的分位
数，用以作为检验的临界值。

(3) 以检验统计量 T 为基础，根据对立假设 H1 的实际意义，寻找适
当形状的拒绝域，其中包含一个到两个临界值。

(4) 当零假设成立时，犯第I类错误的概率小于等于给定的显著性水平
α, 这给出了一个关于临界值的方程，解出临界值，其等于 T 的分位数，这
即确定了检验的拒绝域。

(5) 如果给出样本观测值，则可算出检验统计量的样本观测值，如落
在拒绝域则可拒绝零假设，否则不能。
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5.2 重要参数检验

5.2.1 一样本正态总体 N(µ, σ2) 的假设检验

表 6.2.1 一样本正态总体 N(µ, σ2) 的假设检验
检验对象 检验统计量 分布 拒绝域

|U| > uα/2
µ(σ2已知) U =

√
n(X̄ − µ0)/σ N(0, 1) U > uα

U < uα

|T| > tn−1(
α
2 )

µ(σ2未知) T =
√

n(X̄ − µ0)/S tn−1 T > tn−1(α)
T < tn−1(α)
χ2 > (<)χ2

n(1 − α
2 )

σ2(µ已知) χ2 = ∑n
i=1(Xi − µ)2/σ2

0 χ2
n χ2 > χ2

n(α)
χ2 > χn

2(1 − α)
χ2 > (<)χ2

n−1(1 −
α
2 )

σ2(µ未知) χ2 = ∑n
i=1(Xi − X̄)2/σ2

0 χn−1
2 χ2 > χ2

n−1(α)
χ2 > χ2

n−1(1 − α)

注：

有关均值的检验： 对立假设分别为 µ ̸= µ0, µ > µ0 和 µ < µ0.

有关方差的检验： 对立假设分别为 σ2 ̸= σ2
0 , σ2 > σ2

0 和 σ2 < σ2
0 .

*** 双侧都是 α/2, 单侧都是 α
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5.2.2 两样本正态总体的假设检验

表 6.2.2 两样本正态总体的假设检验
检验对象 检验统计量 分布 拒绝域

|U| > u(α/2)
均值(方差已知) U = X̄−Ȳ√

σ2
1 /m+σ2

2 /n
N(0, 1) U > u(α)

U < −u(α)
|T| > tm+n−2(α/2)

均值(方差未知*) T = X̄−Ȳ
Sw

√
1/m+1/n

tm+n−2 T > tm+n−2(α)

T < −tm+n−2(α)

F > Fm,n(α/2) or F < 1
Fn,m(α/2)

方差(均值已知) F = ∑m
i=1(Xi−µ1)

2/m
∑n

i=1(Xi−µ2)2/n Fm,n F > Fm,n(α)

F < 1
Fn,m(α)

F > Fm−1,n−1(α/2) or F < 1
Fn−1,m−1(α/2)

方差(均值未知) F =
S2

1
S2

2
Fm−1,n−1 F > Fm−1,n−1(α)

F < 1
Fn−1,m−1(α)

注：

有关均值的检验： 对立假设分别为 µ ̸= µ0, µ > µ0 和 µ < µ0.

有关方差的检验： 对立假设分别为 σ2
1 ̸= σ2

2 , σ2
1 > σ2

2 和 σ2
1 < σ2

2 .

* 假定方差相等。

5.2.3 成对数据

(1) 是同一个体的两个指标，故具有很大的相关性而绝对不是独立
的。

(2) 两样本检验要求 X1, · · · , Xm 是同分布的（Y1, · · · , Yn 亦然），而
成对数据无此要求，只要求 X1 − Y1, · · · , Xn − Yn 是同分布的。
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(3) 实际问题中如果发现有两个样本且样本量相等，则要检查独立性
和同分布性，否则可能是成对数据。

5.2.4 二项分布中未知参数 p 的假设检验

设 (X1, · · · , Xn) 是取自总体 X ∼ B(n, p)的一个样本。常见的假设
有三种：

(1) H0 : p = p0 ↔ H1 : p ̸= p0;

(2) H0 : p = (≤) p0 ↔ H1 : p > p0;

(3) H0 : p = (≥) p0 ↔ H1 : p < p0.

假设样本量 n 较大，取显著性水平为 α, p 的极大似然估计为 X̄,
取“标准化”的检验统计量

T =
n(X̄ − p0)√
np0(1 − p0)

由中心极限定理知 H0 成立时近似有 T ∼ N(0, 1). 于是上述三种检验
的拒绝域分别为

{|T| > uα/2}, {T > uα} 和 {T < −uα}.

5.3 拟合优度检验

5.3.1 离散分布且理论分布完全已知

设有一总体 X. 根据经验得知 X 的分布为

H0 : P(X = ai) = pi (i = 1, · · · , k),

其中 a1, pi 已知，且 ai 两两不同， pi > 0. 现从中抽样 n 次，落在 ai
的观测数为 ni. 根据大数定理，在零假设成立时，理论频数 npi 与观测频
数 ni 接近。而检验统计量取为

χ2 =
k

∑
i=1

(ni − npi)
2

npi
= ∑

(观测频数−理论频数)2

理论频数

可以证明，如果零假设成立，则在样本大小趋近于无穷大时，检验统
计量的极限分布为 χ2

k−1.
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5.3.2 离散分布且理论分布含若干未知参数

应该用适当的估计如极大似然估计来代替这些参数以得到 pi 的估
计 p̂i, 得到的统计量记为

χ2 =
k

∑
i=1

(ni − np̂i)
2

np̂i

在零假设下，其极限分布为 χ2
k−1−r, 其中 r 为估计的独立参数。

5.3.3 离散分布列联表的独立性检验

列联表 一种按照两个属性作双向分类的表。一般地，如果第一个属性有
a 个水平，第二个属性有 b 个水平，称为 a × b表。

独立性检验问题中，零假设为

H0 : 属性 A 与属性 B 独立.

假设样本量为 n, 第 (i, j)格频数为 nij. 记 pij = P(属性 A, B 分别处于水平 i, j),
ui = P(属性 A 有水平 i), vi = P(属性 B 有水平 j). 其极大似然估计为其频
率，即

ûi =
ni·
n

=
b

∑
j=1

nij

n
, v̂j =

n·j
n

=
a

∑
i=1

nij

n
.

故取检验统计量为

χ2 =
a

∑
i=1

b

∑
j=1

(nij − ni·n·j/n)2

(ni·n·j/n)
.

在零假设下，其极限分布为 χ2
(a−1)(b−1).

5.3.4 离散分布列联表的齐一性检验

检验某一个属性 A 的各个水平对应的另一属性的 B 的分布全部相
同，虽然与独立性检验有着本质上的区别（A 是非随机的），但是所采用
的检验方法和独立性检验完全一样。

5.3.5 连续总体情形

连续情况的假设可以通过适当的离散化总体分布，采用拟合优度法
来做检验（分成 k 个子区间）。其余方法均与离散情况的相同。
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注： 使用 χ2 进行拟合优度检验一般要求 n ≥ 50, np̂j ≥ 5. 如果不满足这
个条件，最好把某些组作适当合并。
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